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को   णł के औपचािरक अlययन के 
दौरान बlचł को जो िदlकत पेश 

आती है, उससे ऐसा लग सकता है िक 
कोण और रेखा के घुमाव के माप से 
छोटे बlचł का पिरचय नहĽ करवाना 
चािहए। लेिकन, शुlआती बाlयावlथा 
की गिणत की पढ़ाई के लlयł के तौर 
पर इlहı शािमल करने के जायज़ कारण 
भी हĴ। पहला, बlचे अनौपचािरक तौर 
पर कोण और घुमाव के माप की तुलना 
कर सकते हĴ और वे ऐसा करते भी हĴ। 
दूसरा, िनिहत lप मı ही सही िकlतु, 
कोण के आकार का इlतेमाल आlितयł 
के साथ काम करने मı आवlयक है। 
उदाहरण के िलए, जो बlचे एक वगl 
और एक अवग l समचतुभ lुज मı फकl  
करते हĴ, वे अपने सहज बोध के lतर 
पर ही सही, लेिकन कोण के आकार के 
सlबlधł को पहचान रहे होते हĴ। तीसरा, 
पूरी llली िशlा के दौरान lयािमित मı 
कोण का माप एक धुरी की भूिमका 
िनभाता है और शुlआत मı ही इसकी 
नĽव डालना पाlयचयŎ का एक उपयुlत 

लlय है। चौथा, शोध इस ओर इशारा 
करते हĴ िक जहŀ lारिlभक llली िशlा 
के दौरान बहुत कम lितशत मı बlचे 
कोणł को बखूबी सीख पाते हĴ, वहĽ 
छोटे बlचे इन अवधारणाओं को 
सफलतापूव lक सीख लेते हĴ। 

lोत: [1]

lोत [1] मı और पढ़ने पर हम 
कोण के मापन मı सीखने का माग l 
देख पाते हĴ, जो अपने सहज बोध से 
कोण बनाने वाले बlचे (2–3 वषl 
आयु) से शुl होकर समझ के साथ 
कोण का उपयोग करने वाले (4–5 
वषl), कोण का िमलान करने वाले (6 
वषl), कोण के आकार की तुलना 
करने वाले (7 वषl) और कोण का 
माप करने वाले बlचे (8+ वषl) तक 
जाता है।

यह आलेख कोण के मापन पर 
केिllत है, िजसे ऊपर बताए गए 
सीखने के lम के अनुसार तीसरी 
कlा मı िसखाया जाना चािहए, िकlतु 

कोण को मापे कौन?
गिणत िशlण - lयािमितगिणत िशlण - lयािमित

यहŀ कोणł के दो बहुत कम चिचlत पहलुओं की चचŎ की गई है 
जो दो अलग-अलग lेlł से सlबिlधत हĴ। पहला िहlसा, सीधे ही 
मापन की समlयाओं मı जाता है और दूसरा िहlसा कोणł को 

मापने के वैकिlप क तरीकł की चचŎ करता है। तो पढ़ı इस आलेख 
को, तािक आप अपनी कlा मı कोणł को मापने की ऐितहािसक 

ज़lरत एवं वाlतिवक जीवन मı उनके उपयोग माl से lछ अिधक 
की चचŎ कर सकı ।
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जो छाlł के िलए अगले दो या तीन 
वषń तक भी मुिlकल बना रहता है।

अिधकतर वयlकł के िलए कोण 
कोई किठनाई नहĽ पेश करते हĴ। 
िकसी भी कोण का एक शीषl होता है 
और दो भुजाएँ होती हĴ, जो एक 
िनिlचत अंश (िडlी) तक फैली होती 
हĴ, जो कोण का ‘माप’ कहलाता है। 
इस अंश को चŀदा (lोटेlटर) नाम के 
एक सरल उपकरण का उपयोग कर 
मापा जा सकता है। यह पिरभाषा कई 
पाlयपुlतकł मı मौजूद है। यह तो 
इतनी सरल अवधारणा lतीत होती है 
िक यह कlपना भी नहĽ की जा 
सकती िक इसे समझने मı िकसी को 
किठनाई होगी। अlसर काय lपुिlतकाएँ 
एक या दो पŶł मı कोण का पिरचय 
देती हĴ और फौरन ही कोण के 
रेखािचl बनाने और मापन और कोण 
के िहlसł को नाम देने की ओर बढ़ 
चलती हĴ। लेिकन, ज़रा छाlł से एक 
उlटे शंl का माप लेने को कहı — 
आप पाएँगे िक अिधकतर को चŀदा 
ठीक तरह से रखने मı भी किठनाई 
होगी। या िफर, भुजाओं की अलग-
अलग लlबाई वाले दो बराबर कोण 

िदखाकर पूछı िक इनमı से बड़ा 
कौन–सा है; अिधकतर उस कोण को 
बड़ा बताएँगे िजसकी भुजाओं की 
लlबाई अिधक है। या िफर, िचl–1 मı 
दशŎई गई िlथित पर lयान दı, जहŀ 
छाl को लगता है िक चŀदा पूरी 
आधार रेखा पर lयाlत होना चािहए।

ऐसी lाlत धारणाएँ lयł बनती हĴ? 
lया ऐसा इसिलए है lयłिक 
हम शुlआत से ही बlचł के िदमाग 
को शीषl (vertex), रेखाखlड (line 
segment), िकरण (ray) जैसी शlदावली 
से भर देते हĴ और मापन से जुड़े 
lयावहािरक कायń को नज़रअlदाज़ 
कर देते हĴ? तो ज़रा उठाइए चŀदा 
और lयान से देिखए। इस पर बनी 
रेखाओं और िचlł (घड़ी की सुई की 
िदशा मı व िवपरीत [दिlणावतl व 
वामावत l]) और इस पर िलखी हुई 
संlयाओं के अlबार के साथ इसे 
इlतेमाल करना lया वाकई इतना 
आसान है? सच कहı तो, यह िकसी 
चमlकार से कम नहĽ है िक बlचे 
इसका इlतेमाल करना सीख जाते 
हĴ!

इस आलेख मı हम सीखने वाले 

20° कोण... ...या 40° कोण?

िचl-1:िचl-1: 20° कोण या 40° कोण? lछ छाl इसे 40° कोण बताएँगे।
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छोटे बlचł का कोणł से पिरचय 
करवाने के िलए कड़ी-दर-कड़ी lछ 
सुझाव पेश करıगे। यह इस िवlवास 
से lेिरत है िक जो चीज़ बlचł के 
ठोस संसार से सlबिlधत होगी, 
उसका अिधगम पिरणाम यानी 
सीखना कहĽ बेहतर होगा।

कोणł के साथ खेल-िखलवाड़कोणł के साथ खेल-िखलवाड़

कोणł को दो नज़िरयł से 
पिरभािषत िकया गया है — एक िबlदु 
से िनकलती दो िकरणł से बनी 
‘आlित’ के lप मı अथवा ‘घूण lन’ 
या ‘वतlन’ की तरह। कभी-कभी छाl 
सोचते हĴ िक ये अलग-अलग 
अवधारणाएँ हĴ। कोणł से जुड़ी 
गितिविधयł मı दोनł ही अिभlायł को 
शािमल करना चािहए तािक छाl 
कोण शlद के अlतिन lिहत अथl को 
समझ सकı ।

कागज़ के एक वृl को चौथाई 
िहlसł मı तह करके (िकनारे 
गोलाकार रहıगे) िशlक यह दशŎ 
सकते हĴ िक समकोण कैसे बनाया 
जाता है। छाl इसे अलग-अलग 
कोणł की सीध मı िबठाकर यह समझ 
सकते हĴ िक दो कोणł की सही 
तरीके से तुलना कैसे की जाए 
(िचl–2)। यह साधन चŀदे के एक 
शुlआती lप की तरह भी काम मı 
िलया जा सकता है। इसी आlित को 
मोड़कर या खोलकर छोटे या बड़े 
कोण बनाए जा सकते हĴ। इसके बाद, 
‘lयून’ (acute) और ‘अिधक’ (obtuse) 

शlदł से पिरचय करवाना तो महज़ 
सlबlध बैठाने का काम है।

इस तह की हुई आlित का एक 
रोचक उपयोग भुजा की लlबाई के 
साथ कोण की अपिरवतlनीयता को 
दशŎने मı िकया जा सकता है; यह 
एक ऐसी अवधारणा है िजससे 
कभी-कभी उlच lाथिमक lतर के 
छाl भी जूझते पाए जाते हĴ। कागज़ 
को शीषl से पकिड़ए और फाड़ 
दीिजए (िचl-3)। इित िसlम!

एक अlय तरीका एक डोरी और 
दो llॉ उपयोग करने का है 
(िचl-4)। इसमı llॉ को भुजाओं के 
साथ मı आगे–पीछे करते हुए न केवल 
भुजा की लlबाई से कोण की 
अपिरवतlनीयता को दशŎया जा 
सकता है, बिlक शीषl िदखाई न देने 
के बावजूद महज़ ‘कlपना मı’ कोण 
बन जाने की धारणा को भी दशŎ 
सकते हĴ। िlकोणिमित मı ‘ऊँचाइयŀ 

िचl-2िचl-2

िचl-3िचl-3

फाड़ıफाड़ı

पकड़ı
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एवं दूिरयŀ’ िवषय को पढ़ते हुए कlा 
9 और 10 के छाl इस समlया का 
सामना करते हĴ।

lया आपकी कlा मı ऐसे छाl हĴ 
जो गितिविधयł के ज़िरए बेहतर 
समझते हĴ? यिद ऐसा है तो उlहı 
कोण की धारणा का पिरचय ‘कोण 
योगा’ के खेल से करवाइए। एक हाथ 
को िlथर रखकर शूlय की िlथित से 
शुl करते हुए ‘सम कोण’, ‘lयून’ 
और ‘अिधक’ पुकािरए और दूसरे 
हाथ को उसके अनुसार ले जाइए। 
जब बlचे यह करते हĴ तो उlहı कई 
बातı समझ मı आती हĴ, उदाहरण के 
िलए, हाथł की लlबाई अलग-अलग 
होने के बावजूद सभी बlचे समान 
कोण lदिशlत कर सकते हĴ; lयून 
और अिधक कोणł के िलए कई सही 
कोण हो सकते हĴ; िlथर भुजा का 

आड़ा (lैितज) या खड़ा (लlबवत) 
होना आवlयक नहĽ है; कोणł की 
िदशा अलग-अलग हो सकती है। 
सबसे महlवपूण l तो यह िक वे कोण 
बनाने के िलए अपने हाथł का उपयोग 
करके अlदाज़ लगाने की कला 
सीखते हĴ।

घूण lन को मापने का एक रोचक 
तरीका कlा के दरवाज़े का इlतेमाल 
है (िचl-5)। िशlक ज़मीन पर 15-
15° या 30-30° के अlतराल पर 0° 
से 90° का कोण िचिlत कर देते हĴ। 
यह lवयं सीखने का साधन बन जाता 
है; बlचे इसके साथ अlतिll या करते 
हुए सीखते हĴ। हो सकता है िक उlहı 
तुरlत ही समझ मı न आए िक अंश 
के िचl का lया मतलब है या lयł 
कहĽ-कहĽ िचl नहĽ बनाए गए हĴ। 
lछ को यह िजlासा भी हो सकती 

िचl-4िचl-4 िचl-5िचl-5
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है िक यिद दरवाज़ा और lयादा खुले 
तो lया हो: तब भला कोण का मापन 
कैसे िकया जाए?

(इससे मुझे एक िवचार आता है 
िक चŀदे को धातु की एक पतली पlी 
से lयł नहĽ बनाया जाता है, जो एक 
धुरी पर घूमे और 0° से 180° तक 
खुल जाए?)

इस पड़ाव पर शीषl, रेखा खlड 
और िकरण जैसी शlदावली से पिरचय 
कराया जा सकता है। चँूिक छाl 
इकाई की पुनरावृिl का उपयोग 
करके लlबाई का माप करने से 
पिरिचत हĴ, तो मापन की इकाई के 
lप मı अंश उनके िलए lवीकाय l 
होना चािहए। घूण lन की अवधारणा 
को समझने मı छाlł के िलए 
जीओजेlा* (GeoGebra) एक बेहतरीन 
साधन हो सकता है।

कोणł को मापने के िविभŶ तरीकेकोणł को मापने के िविभŶ तरीके

अब, जबिक छाlł ने चŀदे का 
उपयोग करके कोण मापना सीख 
िलया है तो वे कोण मापने के अlय 
तरीकł और उनके फायदे व नुकसान 
की जŀच–पड़ताल कर सकते हĴ।

मुमिकन है िक lाचीन lयािमितl 
भुजाओं के बीच एक िनिlचत दूरी पर 

एक रेखीय खlड को जमाकर कोणł 
का माप करते हł? आइए, देखı िक 
इससे हम lया पाते हĴ।

माना िक, ∡AOB को मापने के 
िलए हम शीषl से 1 इकाई की दूरी 
पर, llयेक भुजा पर lमशः िबlदु C 
व D िचिlत करते हĴ, और खlड CD 
खĽचते हĴ। तब CD की लlबाई ∡AOB 
का माप मानी जाएगी (िचl–6)। हम 
इसे कोणł को मापने की जीवा िविधजीवा िविध  
(chord method) कहते हĴ।

जीवा िविध - कहŀ सफलजीवा िविध - कहŀ सफल

यह पlित lम सlबlध (order 
relation) को बनाए रखती है और इसे 
जŀचा जा सकता है। दूसरे शlदł मı, 
यिद ∡AOB < ∡AOB' तो CD < CD' 
होगा; और ऐसा ही इसके िवपरीत भी 
होगा। यह देखने के िलए िक ऐसा 

िचl-6: िचl-6: यहŀ OC = OD = OD'. यिद CD' > CD 
तो  ∡AOB'> ∡AOB, और ऐसा ही इसके 
िवपरीत भी होगा।

D

CO A

B

B'

AO

D'

C

*िजयोजेlा lयािमित, बीजगिणत, सźिlयकी और 
कलन के िलए एक इंटरैिlटव lोlाम है, 
िजसका उlदेlय lाथिमक िवlालय से 
िवlविवlालय lतर तक गिणत और िवlान को 
सीखना और िसखाना है। िजयोजेlा डेlकटॉप, 
टैबलेट और वेब ऐlस के साथ-साथ कई 
lलेटफॉमl पर उपलlध है।
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lयł है, हम यहŀ ‘भुजा–कोण–
भुजा सवňगसम lमेय के 
असमान lप’ (हम केवल 
समिlबाहु िlभुजł - isosceles 
triangles - पर लागू होने वाले 
lप को ही लıगे lयłिक हमı 
केवल उसी की आवlयकता है) 
को लागू करıगे, जो यह कहती है 
(िचl–7) : माना िक ∆ABC और 
∆PQR समिlबाहु हĴ, जहŀ AB = AC 
= PQ = PR है। ऐसे मı: यिद ∡P < ∡A, तो QR < BC; और यिद QR < 
BC तो ∡P < ∡A. इसे िवशुl 
lयािमित का उपयोग करके सािबत 
िकया जा सकता है, लेिकन हम 
इसका lमाण आप पर छोड़ते हĴ। हो 
सकता ह ैिक lछ पाठकł को आगे 
िदया गया िlकोणिमतीय lमाण 
अिधक भाए।

एक समिlभुज ∆ABC मı जहŀ b = 
c हो, तो a = 2b sin A/2 होगा। चँूिक 
b िlथर है और sin x 0° से 90° तक 
के अlतराल मı x का एक बढ़ता हुआ 
फलन (increasing function) है, तो इस 
lकार जब ∡A 0° से 180° को बढ़ेगा 
तब a भी बढ़ेगा; और इसके िवपरीत 
भी यही होगा। यही िनlकष l तब भी 
lाlत होगा यिद हम कोlया (cosine) 
िनयम का उपयोग करı, जो यह 
पिरणाम देगा: a2  = 2b2 (1 - cos A), 
लेिकन अब हम इस तlय का उपयोग 
करते हĴ िक cos x 0° से 180° तक 
के अlतराल मı x का एक घटता 
फलन (decreasing function) है।

जीवा िविध - कहŀ िवफलजीवा िविध - कहŀ िवफल

अतः कोणł को मापने की जीवा 
िविध lम सlबlध को बनाए रखती 
है। िकlतु यह दूसरे परीlण मı िवफल 
सािबत होती है, जो िक उतना ही 
महlवपूण l है: योlयता (additivity)। इसे 
देखने के िलए िक यह lया है, आसŶ 
कोणł ∡AOB और ∡BOC के युlम 
को लı, OB साझा भुजा है (िचl–8)। 
चँूिक ∡AOC ∡AOB व ∡BOC का 
सिlमलन है और उन दो कोणł के 
बीच कोई अितlयापन (overlap) नहĽ 
है, तो यह मानना उिचत ही होगा िक ∡AOC को ∡AOB व ∡BOC के माप 
के योग के बराबर होना चािहए। 
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िकlतु, lया यह अपेlा जीवा िविध 
पर खरी उतरती है?

माना िक OA, OB, OC िकरणł पर 
D, E, F िबlदु हĴ, जो िक OD = OE 
= OF = 1 इकाई है। पिरभाषा के 
अनुसार, ∡AOB, ∡BOC व ∡AOC की 
जीवा माप lमशः DE, EF व DF 
लlबाइयŀ हłगĽ। lया यह सही है िक 
DE + EF = DF होगा? lपlट है िक 
ऐसा नहĽ है। दरअसल, हमı हमेशा 
DE + EF > DF lाlत होगा lयłिक 
िकसी भी िlभुज की दो भुजाएँ 
िमलकर तीसरी भुजा से बड़ी ही 
हłगी (यहŀ ∆DEF पर लागू)। अतः, ∡AOB व ∡BOC का योग ∡AOC से 
अिधक है। इस तािकlकता से हम पाते 
हĴ िक िकसी कोण का जीवा माप 
योlयता के परीlण मı िवफल सािबत 
होता है।

(नोट: उपयुllत तकl  यह मानकर 
िकया गया है िक िचl–8 मı दशŎए गए 
D, E, F एक सरल रेखा पर िlथत नहĽ 

हĴ। लेिकन हम यह कैसे सुिनिlचत करı 
िक वे एक सरल रेखा पर िlथत नहĽ हĴ? 
यिद हम इसका कोई औिचlय lदान 
नहĽ करते हĴ तो हमने जो कहा है, वह 
अधूरा रह जाता है। पाठकł से आlह है 
िक इसका lमाण वे lवयं lाlत करı।)

कोण मापने की चाप िविधकोण मापने की चाप िविध

हमı नहĽ पता िक lाचीन 
lयािमितl कोण के मापन मı जीवा 
की लlबाई का उपयोग करते थे या 
नहĽ। वे जो मापन िविध इlतेमाल 
करते थे, वह वही है जो हम वतlमान 
मı उपयोग करते हĴ और इसमı 
अपेिlत दोनł ही गुणधमl हĴ — lम 
सlबlध और योlयता का गुण। यह 
चाप की लlबाईचाप की लlबाई (arc length) पर 
आधािरत है। इसमı, िदए गए ∡AOB 
पर हम शीषl से 1 इकाई की दूरी पर, 
llयेक भुजा पर lमशः िबlदु C व D 
िचिlत करते हĴ और एक वृl बनाते 
हĴ िजसका केll O है और जो C व 
D से होकर गुज़रता है। तब, चाप CD 

की लlबाई ∡AOB का माप 
मानी जाती है (िचl–9)।

आइए, देखı िक यह 
पिरभाषा योlयता का lया 
करती है। िचl–10 मı हम 
देखते हĴ िक ∡AOB व ∡BOC 
की साझी भुजा OB है। जैसा 
िक िचl–10 मı िदखाया गया 
है, दोनł कोण एक–दूसरे पर 
अितlयाlत नहĽ हĴ। उनकी 
चाप का माप चाप DE व EF 

िचl-9िचl-9
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इस चाप की 
लlबाई ∡AOB 
का माप है।
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की लlबाई है और ये दोनł ही उस 
वृl का िहlसा हĴ िजसकी िllया 1 
इकाई है और िजसका केll O है। ∡AOC की चाप की माप इकलौते 
चाप DF की लlबाई है। lया चाप DF 
की लlबाई चाप DE और EF की 
लlबाइयł के योग के बराबर होगी? 
lपlट है िक ऐसा ही होगा, lयłिक 
सभी चाप एक ही वृl के िहlसे हĴ 

और चाप DF ऐसी दो छोटी चापł का 
सिlमलन ही तो है जो एक–दूसरे पर 
अितlयापन नहĽ करती हĴ।

जीवा माप की तुलना मı िकसी 
कोण का चाप से माप बहुत lवाभािवक 
तो नहĽ है, लेिकन और गहराई से 
अlययन करने पर हम इसकी 
सुगढ़ता और लाभł को पहचानने 
लगıगे।

***

िनlकष l मı हम कह सकते हĴ िक 
पिरभाषाओं का िनमŎण, उनकी 
lयाlया और उनमı किमयł या अlतर 
की पहचान करना, यह सभी सीखने–
िसखाने के अवसर हĴ, जहŀ िशlक 
और छाl बेहतर समझ बनाने के 
िलए िमलकर काम कर सकते हĴ। 
जब हम पिरभाषाओं को आज़माते हĴ 
और उनकी अपयŎlतता को देखते हĴ, 
तब हम मौजूदा पिरभाषाओं की 
िकफायत और खूबसूरती को 
पहचानने लगते हĴ।
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